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Capitolul 1

Clasa a X-a - Enunturi

1.1 Etapa locala

1.1.1  Alba
b b
1. Dacd a,b, ¢ > 1, demonstrati ca: <logu ;c> - | log, c—;a) . (logc a; > > 1
5
2. Rezolvati ecuatia: /(z + 1)2 + ¢/ (z —1)2 = 3 V2 —1.
r+y+z=-2
3. Rezolvati in C x C x C sistemul: { 224 y?> 4 22 =—4 .
2 +yd+ 2 =8

4. Se considerf a > b > 1, A =log,(a —b) si B = log,(a —b). S& se demonstreze
¢% dacd a® + b? = 3ab, atunci A + B = 2AB. Reciproc este adevirat? Justificati
raspunsul.

1.1.2 Arad
1. Aritati ci imaginile geometrice ale solutiilor complexe ale ecuatiei
(z—1°3—i(z+1)*=0
sunt tr‘ei puncte coliniare.

2. a) Fie f: R — R o functie ce verificd relatia: |f(z) — f(y)| = |z —y
z,y € R. S& se arate ci f este injectiva.

, oricare ar fi

b) Fie A o multime finit& cu cel putin 2 elemente si f : A — A o functie astfel ca
|f(z) — f(y)| < |z — y|, oricare ar fi z,y € A, z # y. Demonstrati ca f nu este
surjectiva.
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3; Fie- ABC, un  triunghisi|. M un punct apartinand lui [BC] astfel incat
BM -

BC
a) AM = o AC + (1 - o) AB;
b) AM? = o+ AC? + (1 — 0)AB? — a(1 — a)BC?.

a €0, 1]. Aratati ca:

4. Aratati ca oricare ar fi numerele reale a, b, c € R are loc identitatea:

aQ ln% b2 ln% (,'2 ln%il
be ca ab T

1.1.3 Arges
1. a) S& se rezolve ecuatia: 2006/?) = [2006%]. Prin [z] se intelege partea intreagi a
lui z.
C. Dragomir

b) Aritati ci pentru orice x; € [8,10], i = 1,n, are loc inegaliteatea:

Zlogw,c 9z, — 40) > ?n n e N™.
k=1

Célin Burdusel si Cristinel Mortici

2.a)Fien €N, n>2siz, € C, k =1,n, astfel Incat |z1| = k!|zk|, oricare ar fi

k=T nsizi4+2z+...+2,=0. Sisearateciiz; =23 = ... =z, =0.
b) Fie z; € C, 1,3 astfel incat
|21] = |2zo| = |23} 8l |21 + 22| + |21 + 23] = |21 = 22| + |21 — 23].
Si se arate ¢d 29 + 23 = 0. Ionescu Marin

3. Fie f : R — R o functie injectivd cu proprietatea ci existd r € N* astfel incat
fry1(z) + fr(z) = k, oricare ar fi z € R, iar k € Z, fixat, unde

frlx)=(fofo...of)(z).
a) Demonstrati cad f(k—z)+ f(k — 2z) = f(k — 3x), oricare ar fi x € R, iar k € Z,
fixat.

b) Rezolvati in R ecuatia e/®) =14 2 — k.
Matincu Gheorghe

4. a) S3 se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: [3lgz} = [2lgz], z > 0. ([a]

reprezintd partea intreagi a numirului real a).

Magrian Teler



b Rezolvati eciatia: 3°2: V¥ 1 [#]92% s 244/3, unde [x] se intelege partea intreagi
aluz, v 0.

Jinga Daniel

1.1.4 Baciu

1. Fie a, b numere reale strict pozitive. Se considera functia f : C — C definiti prin
f(z) =az +blz|.
a) S& se determine o conditie necesara si suficients pentru ca f sa fie functie injec-
tiva.
b) Consideram cazul particular @ = 3 si b = 2. Déandu-se un punct oareare B in
planul complex, s se precizeze cum se poate coustrui cu rigla gi compasul un punct
A in acelasi plan astfel incat f(z4) = f(zg), (za, zp fiind afixele punctelor A gi
B).

2. Fie functia f : R — R definita prin f(z)z 4 log,(1 + 2%). Sa se arate ci:
a) Functia f este inversavila si f~'(z) < f(z), oricare ar fi € R.
b) f(n) este irational, oricare ar fi n € N*. Cornel Berceanu

- 2k
3. Fie n > 2 un intreg pozitiv. S& se calculeze: Z k - cos (—)
k=1 "
4. Fiez €C, 0 < |2] < L.

a) Sa se arate ci exista z, 2o € C cu proprietigile:
(1) |21| = IZQ| =1gsi (2) z1 + 29 = z.

b) Dacd z;, z3 € C satisfac (1) si (2) g1 daci punctele din planul complex de afixe

0, z, z1, zo sunt varfurile unui romb, scrieti z; §i z9 in functie de z.

1.1.5 Bihor

1. a) Stabiliti care dintre urmitoarele numere este mai mare:

a = logy 6 sau b = log, 4 8.

b) Determinati perechile (z,y) de numere intregi care satisfac:

z+
logy = + logyy = 9y
2m_2y:y2_x2

Z

Lucian Dragomir, Otelu Rosu
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2. Rezolvati ecuatia:

(n—1)~n:7z. (n—1)(n+2)

721 73z el
T T >

,neEN' n>2
Nicolae Dragomir, Tudor Deaconu, Resita

3. Fie u, v, w trei numere complexe astfel incat:

-2 -2
uTUTA G epg UtV o
u— v w — v
Aratati ca:
-2
Q)Y R b jum o] = o= w| + Jw— .
U —w

Nicolae Staniloiu, Bocsa
4. Se consideri un cerc C de centru O si ABC un triunghi oarecare in planul cercului,
iar D este mijlocul laturii (BC).
a) Determinati un punct M € (AD) pentru care suma S = M A% + MB? + MC?
este minima.
b) Determinati un punet N € C pentru care suma T’ = NA? 4 NB? + NC? este
minima.

Nicolae Stiniloiu, Bocsa

1.1.6 Botosani
1. a) Dacd 2,2, € C, demonstrati ¢d |z; — 23] > |z1] — |22|-
b) Arétati ¢4 nu exista zq, 20,23 € C cu |z1| = |zo| = |z3| astfel incét

z%+z§+z§

. =4—i— (21425 +23).

2. Fie f : R - R, f(z) = z + a[z] + [2z], a € Z*, unde [.] este partea intreags.
Determinati a € Z* astfel incat f bijectivi si f = f~1.

3. Fie a,b € Q*. Demonstrati ci daci ¢/a + Vb = Q*, atunci ¢/a, Vb € Q*.

4. Fie A(z4), Blzs), Cleo), w — % } zg = -% + i‘/g.
a) Demonstrati echivalenta: (AABC echilateral) < z4 — 20 = w(z4 — zg) sau
z4 — zp = w(z4 — 20).
b) Dacid A(1), B(e), C(z¢), aflati z¢ astfel incat AABC si fie echilateral.
¢) Pe laturile triunghiului oarecare [M N P] se construiesc in exterior triunghiurile
[MPD)], [MNE], [NPF]. Demonstrati cu ajutorul numerelor complexe ci tri-

unghiurile [MN P] si [DEF] au acelasi centru de greutate.
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1.1.7 Bragov
1< Daca ay,a25.4 san€ (1, 20) sase arate ci:

a?/logal 112<$-\/log¢11 as v a%/gga2 a3+\/loga2 a4 PR a‘ /logan a1 4o, /logan ao <

n

< ai(ag +a3) +az(as +aq) + ... +an(a; +a)2)
p— 2 *
2. a) Sa se demonstreze inegalitatea:

S (VEF IR - V) < < S (V- YT ne

b) S4 se calculeze:

1 1 1 1
log. 1+—+—+—+...+——>}, n € N*
{ = < VB Vi
unde [a] reprezintd partea intreagd a lui a. Gabriela Boeriu

3. Fie ACCsi f: A— Ao funciie. Definim f1 = f si fir1 = fx o f, oricare ar fi
k ¢ N*. Stiind c& existd o, 8> 0 cu o + 8 = 1 si m,n € N* prime intre ele, astfel
ecat a - fr,(z) + 3 folz) = z, oricare ar fi z € A. Sa se determine toate functiile
f in fiecare dintre urmitoarele cazuri:

a) A=N;
b) () a € C*, p € N* astfel incit A = {z =C| 2P = a}. Romeo Ilie

4. Fiea € [-3,3] ¢i z,y,z € R astfel incat sinz + siny +sinz =0 si
cosz + cosy +cosz = a.

a) Pentru a # 0 si
sin(z + y) +sin(y + z) +sin(z + 2) = cos(z + y) + cos(y + z) + cos{z + z),

calculati  + y + z.

b) Pentru a = 0, artati ca
sin 2006 + sin 2006y + sin 2006z = cos 2006z 4 cos 2006y + cos 2006z.

Traian Dutd

1.1.8 Braila

1. Rezolvati in R ecuatia: +/3-2% —6+ ¢/2-2% —4 = 3.2 — 44 §2-2° — 6.
2. Sa se determine n € N* pentru care:
lal™ +|b|™ +|e|* +la+b+c|” = Ja+b"+|a+c|"+]b+c|", oricare ar fi a,b,c € C.

Dan Negulescu

15



